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* CALCULO
DAS

NOTAÇÕES.
A I.« PARTE

Por Francisco Simões Margiochi:

A II.» PARTE

Por Mattheus Valente do Couto.

INTRODUCÇÃO.

G R a n d e s Analysras tem notado a Analogia dos ex-

poentes das differenças com os do binómio , mas esta nota

tem sido huma conclusão de Theoremas laboriosamente acha-

dos , e não hum principio para os achar com facilidade at-

tendivel.

Fazer admissível e mais geral este principio , e paten-

te a sua utilidade he o objecto deste escripto.

Para isso precisamos pedir poucas innovações no algo-

rithmo recebido
,
que nos devem ser permittidas pela sua

simplicidade e grande uso.

* Esta Memoria foi apresentada :i Academia na Sessão de 4 de No-
vembro de 1812.

I.
1
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V PARTE.

i. X O,1 r V entendemos o estado variado de qualquer

funeção ; assim he V<p (x ,y) = <+> (x -4- i ,y + /') = <p {Vx , Vy) :

por VV ou V 5
o segundo estado variado ; assim he

V 2 <p(x,y) = Vq(Vx,Vy) = <P (V 3 x,V'y) ; e assim

por diante: logo he V <P (x
, y) =<p {V x , Vy) .

2. Sendo .v raiz principal ou raiz também de y e das

mais variáveis incluídas em <P ; então só o incremento i he.

elegível ; e como se sabe , convêm toma-lo constante , ou
sem * necessário

,
para se evitarem absurdos , e para as ex*

pressões
,
que delle dependerem , significarem alguma cousa

;

c nesta hypothese he V <P x — <£ ( * +-

»

i) .

3. Por R entendemos o indice da operação que applica-

da ao estado variado de huma funeção a restabelece no es-

tado antecedente ; assim he R Vty (x ,y) = <P (x ,y) , e logo

também R <p (x , y) = R V<P (x— i ,y
—

'/' ) = <P (x — i,y — i')

= <P (Rx ,2?j),e logo também R"<px=<P {x—ni) =à

V~" <px.

4. Os symbolos subnotados com as raízes são parciaes

,

ou relativos a essas raizes somente : assim he V<?>(x,y)
X

= <p{x+i,y),e V$(x
yy) = yy<p(»,y).

x r

<;. Quando não precisarmos das raizes expressas, usare-

mos de « em lugar de <]> ( x , y , &c.

)

6. A he o signal da diferença de dous estados conse-

cutivos de huma funeção : assim he A x — Vx — a' , e

Tom. III. Part. II. G A $
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<$ (# >j0 = 4* (.V -*" A * ,jy
4- A/) — <$X*~iy) •

7. 2 hc o symbolo do calculo inverso das difivrenças
,

ou inverso do calculo significado por a ,'c que applicado,

depois que este o foi , a qualquer íuncçâo a faz apparecer

;

assim he 2 a « — «.

8. íieAao as caractcristicas dos cálculos differcncial c

integral ; c he também fã n := ti.

y. Seja a hum multiplicador constante.

Os Symbolos a,F,R, A , 2 , d ,f quando concorrem

não tem prioridade. Neste e nos três números que o seguem

daremos somente as demonstrações que bastem para achat-

as das combinações análogas.

I. ya<px = a<p(x-\-i)'=a F<p x.

II. /San — a Vu — au — a {Vu — «) = a Au.

III. Escreva-se A [/por u em A 2 * , e será

A2» = A2Á[/=A£/=» = 2Atf.

IV. F&<px=F(<p(x-*-i) — <px\ =<p(x+-2!) — $(x->ri)

— A <p ( x +- i) = A F<p x.

V. IVu = 2T. AS.» = 2A.T2» = Viu.

VI. -R2» = R1.VR.U = RVIRu = 22?».

VIL Escreva-se AU por » ; será

*2» = alAU = *Í7= 2A«l/= 2íaCJ=: 2*».

10. Huma somma precedida de qualquer destes symbo-

los he igual á somma dos seus termos precedido cada hum
d"o mesmo symbolo.

&(<px + ¥«0 = <p(x + i) +- ¥ (x + i) — Cf>* — fx
— A<px -+- AYx.

11.
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li. Qjando csres symbolos concorrem precedides dos

signais 4-, — ; também tem lugar as regras da multiplica-

ção para os signais.

Seja a '- — i, será ,

— 2. - Vu -— ^.aFu = - a-ZFu = EFu = "2.V*.

12. Os enunciados dos três números precedentes tam-

bém competem aos symbolos parciaes.

I. TA Q (x,y) = F(<p(x 4- i,y) - <p (x,y)) =...
y x y \ /

<p (x + i,y +«') — ? ( x ,y + i') = A
<J) (*,> -+- /')

= a r<t> (x,j).
» y

II. A ò.f>(x,y) = A(V<?0,jy) - q>(*,jy)
>

)
= A V <p (x ,y)x y x \ y / x y

— a»(*,jt) = Ta? (*,jy) — a í (x,jy ) = aa<j>OoO-
jc y x x y x

Do mesmo modo que temos discorrido nestes quatro núme-
ros para huma ou duas raizes , se pôde discorrer para mais

,

c podemos deduzir o seguinte

Principio Fundamental.

13. Em quanto « não he funeção determinada ; os sym-

bolos I
r,R ,

A ,2já,/\ e os seus parciaes podem ser trata-

dos no decurso do calculo como multiplicadores , reservan-

do a sua significação para o fim dellc,e a forma da func-

çSo.

Neste principio consiste propriamente o que chama-

mos Calado das Notações.
i

Axioma.

14. Operações idênticas feitas sobre funeções iguaes dão

resultados iguaes; pois isto he o mesmo que dizer funeções

idênticas de raizes iguaes são iguaes.

G ii Ap-
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Applicaçoes ao Calculo directo das Differenças finitas.

ijt. Pois he Vu — ti — a u , ou Vu = u -+- A«,scrá

pelo principio fundamental Vu = ( 1 -+- a ) h , isto hc a ope-

ração denotada por V idêntica com a denotada por i + a,

c logo pelo Axioma será V Vu — (i 4- A )(i + A )»=:

.

(i 4- a) :«,c também

V u = (i-f- A)" * — »4-»A»4-« - L A 2
« 4-

» » - ' * ~ 2
- A' u 4- &c.

i 3

Esta formula he o fundamento do Theorema de Tay-

lor , e este o de todas as applicaçóes do calculo differencial

aos desenvolvimentos das funeções ,e á Geometria curvilí-

nea.

1 6. Do mesmo modo he A » == Vu — « =
(V— i) u , e também

n — i -," — 2
A" u =. (V — i)" » = V u - n V » 4- » — - T "

»

» »- * .»- - r" '« 4- &c.
i 3

Por exemplo : seja u = Sen. tf , será A 2
Sen. x =.

Sen. ( x 4- li) — 2 Sen. ( x + /' ) 4- Sen. x = 2 Sen.

(# 4- *') Cos. i — 2 Sen. (x 4- *) = a. Sen. (tf 4- /")

(Cos. í — 1 ) r= — (2 Sen. ^ A 5 Sen. (tf 4- i) = • —

( 2 Sen. -»Y( a Sen. tf 4- Sen. tf) , e logo a" Sen. x =

a""
2A 2 Sen. tf = - (2 Sen.

;
^(a" -1

Sen. x +...

A"~
3
Scn. x) . Formula dada por Le Gendre para a for-

ma-
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mnçío das Taboadas dos Senos : Vcja-sc o Cale. de La Croix

N.° 838.

17. He Vu = V (V) h (significando (F) nesta ulti-
X

ma expressão o estado variado relativamente a todas as raí-

zes excepto a x já expressa) — W (V)u (significando-

( V) nesta ultima expressão o estado variado relativamente

a todas as raízes excepto a x e y já expressas
) , e assim

por diante.

18. Omittiremos a funeção « para maior liberdade , e

por não haver nisso perigo ; e será annexada quando a jul-

garmos precisa : assim cm vez de dizer que he — « — a «

— Fu, diremos que he — 1 =: a — V =. L* — V =r (a)
X X

— ( V) , e que he A 2 = 1 = R F, &c.
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>i. He *« = ( r-i)- = (
r+ t-0"----

/A+r(( r) - 1 )y _ /a + r(A)y _
(
a +. Fa +rr<A)y =

+ ff + ÍT ?
+ fTf (A)

)" == &c -
Fórmula ^ue pó

"

de servir para o mesmo que a antecedente , mas que he

mais simples. Por exemplo : seja u r= Son. x Sen. y Sen. z
,

será a Sen. x Sen. jy Sen. z = Sen. y Sen. g a Sen. x -+

Sen. (.v + A #) Sen. z a Sen. jy + Sen. (x + & x) Sen.

(_y _(- a y ) a Sen. z = 2 Sen. jf Sen. s Cos. f a? -+- i a #

j

Sen. I a # + 2 Sen. (a? .+- a x) Sen. z Cos. ^y+ i a^

Sen. I a y 4. 2 Sen. (a? 4- A «) Sen. (jy 4- Ajy) Cos.

( £5 4- - A z ) Sen. - A z; fórmula muito simples da diffe-

rença de hum produeto de Senos com as differenças expli-

citas das raizes.

22. Por ser a #x = * — <**:=</* (V — 1 ) , será

Aa ax = ax (a 1 — i)
2

, e a" ax = ax (a 1 — 1)" logo a" axy =

/A 4- Vt\ V axy—{±ax y-\-n a""' ^ a <J*jy -h
I k x y J x x x 1

n — 2

A F 2 A 2 *x7 4- &c. , e logo he.
2 a; ar y

A" <z*j = **<(* - l)"j' + » («*— l)""VAjf

.n — a

g " - I (y" — 1) tf
2

'

A

2jy4-&c
2 5

^
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Applicaç&es ao Calculo inverso das diferenças.

23. He a" 2 " = a "~
' L"~ l = a"

- 2 z "
~ 2 = &c. =

A2=i,eA"A- n =: A<' =Ii logo he A~ " = 2 ".

24. Não havendo -em « senão as raizes x e y : he a" « —

g <: ?*)". ; e logo 2 . = a~<„ = (a + £a)-^ =

— 1 —2 —
j

—4
A u — A ^A»+ A V 2A*U—A /

r
'A ! K + &C,=

-v x y x x y x x y

2»-2TA «4- JTA'» -24 T ! a' « 4- &c.,ecs-
•v M .v y k :c y x .v y

crevendo xy em lugar de «

2 aj = y Z, x — Ay E 2
(a? 4- A x) 4- A 2

jy £' (* -+- 2 A a:)

— &c. que encerra as fórmulas de Taylor c Condorcet
,
que

vem no Calculo de La Croix N.° pio , e que são deduzidas

ahi com trabalho pela integração por partes.

25. Substituindo x'"ay,e — 1 a« na Serie do N.° 22.

teremos a seguinte a-1 ax x'" = "L ax xm = — ....o a> — 1

— &c. ; Serie que termina sett-

(7- J T
(*' - O

do >» numero inteiro positivo. Esta integração de ax x

costuma-se fazer depender da de a x , e esta de

a
x
x" ~

, c assim por diante até chegar á de ax que he
ax—

;

4- C : mas isto he trabalhoso.
a' — 1

26. He 1 -RV — R (1 + a) = R + R a, logo S=

Ifí + 2i{A = Zfi-t-ií,c logo 2 = -y=-j£ —
R
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R 4- R 2 + # ; -4- &c. ^. C de La Croix. N.° 912. logo

^ 1 1 1
^ j_

ar •+- »í "" x +- (» — 1) / * + (» — z)t ' ' ' "*~
a?

"*"

(^^-h^-h&O-i-ielogo E-^ =—^!J7t

x + (w — 2) i * #
somente deste integral dependem todos os integrais das frac-

ções do Calculo de Bossut j acha-sc ahi deduzido por induc-

ção.

27. He R =
l _^_ A , logo R" = 1 — n A +

» A 1 — n — A ' -j- &c. , e logo £ u

^t>« » -4- I
,

»4-I»H-2 a— £!£"«=:»» — » A u -4- » A 2 u

&c. ; o primeiro membro he hum integral somma defi-

nido, e os seus limites , sendo u = fx , são *,e » -»i.

V. C. de La Croix. N.° 912.

11/
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II
a PARTE.

28. ÍVUp postos todos os principios
,
que se esta-

belecerão na primeira Parte
,
passaremos a fazer uso delles

,

nas applicações
,
que fizermos ao Calculo, que depende uni-

camente de Differencíaes com exponentes inteiros positivos,

c negativos, isto hc,ao Calculo Differencial e Integral
;

e depois ao Calculo
,
que depende simultaneamente de Dif-

ferencíaes e DifFcrenças tanto com expoentes inteiros posi-

tivos , como negativos , isto he , ao Calculo
(
que chamare-

mos) de Differenças mixtas. E para isto será conveniente

lembrar os seguintes Princípios.

29. Sc for 11 = 4> (x,y8cc.),d a differencial total de
7< ; d a diffctcncial de « relativa à x ; d só àjy ; &c. ;c (d)

X y

a differencial a respeito de todas as mais raizes : he d™ . d"u

=r d «, ou rf . d — d ; e + « ( — " ) — — d \

d . d — d . d ; d (d -H d" \ =z d d -+- d d ; &c. ; isto he
,X y y x \.v

y J x y

que se póJc livremente trabalhar com os Índices differen-

ciacs , como se fossem coefficientes algébricos ,( N. 13.)

30. Em vez de <f~"pódc escrever-seJ ", que he o inte-
90 x

gral da ordem n relativamente à * : assim d d he —

31. Sabe-se que he dn=:du + (d) tt = (j;
~*~

^
d
)j u

~ (f
+

i
"*" ^) « = &c. , isto he

,
que a differencial to-

Tom. III. Part. II. H tal
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tal hc igual a somma das differenciaes parciaes. Logo

,
por

ser d = d +- (d), será (N.° i$\
)

para « inteiro

32. Sabe-sc também que he /= (f + 1

C á )
)" = ...

d+ n à
% (d) + n " ~ T d"~

2

( d)"-i- &c. ; e que tam-
x li i .*

'

bemhe/=(í+ O)" =,/,+ « (á).<f+ W)*' / *

„ IL±-L (d)! (í -í-(^))7 2
ri" +. &c.,pelo segundo de-

senvolvimento do binómio
,
que termina quando « hc intei-

ro negativo.

33. Igualmente se sabe que he d yx J
— ....

1. 2. 3 (m + n) d x . d x j
e por isso he

_«.+ » . ra *." + »

/ d X =. ; -
; =- .

J . 1.2. 3.... (m +- u) d x'

aplicação ao Calculo Diferencial e Integral.

34. Achar d (uy)..

Por ser d" (uy) = (
d
y

+
<f)°

(uy ) =

(d"-\-tid ,d" +»—~— d . <í + &cA (uy) =

d (uy) -*- 11 d . d (uy) • • • • + d (uy) he d (uy) =

ndy +ndu ,d y + 11 d « . d y ...-}- d u.y.
2

1
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35". Corollario. Proposta huma expressão da forma seguin-

te ti . d y + tt . d y-^-u.d y ... 4- ti .y para que esta

seja a diferencial exacta da ordem n de huma funeçuo fini-

ta ny , he preciso que seja ti = iidttyti = « — l

d
2

u

&c. , c ti = d « : e estas são as equações de condição (*)

.

36. Achar í" u d x ; e f ti d x.

He/" = ,r
n

=(f
+

f)-
n
=: d-

n
-nd,-c«+o

» + I ,- C " +" 2 ) ,2
<f — &c. ;

logo T ti dx =tt f % dx —

n dtt , r d x +n d ti • I d x — &c. ; e Jogo

n _ n
pelo (N.° 33.) he (**)..

.f
udx-u.-

in ."4-t ,» + 2

</ x 1. 2. ). . . Í.11+ IJ 2 d x- I.2.J.4. . . (,n -|- 2)

H ii e

(*) O Sr. Scockler (no Tom. II. ctas Memorias da Academia Real
das Sciencias de Lisboa pira o amo de 1791. ) já tinha chegado n sim-

plificar muito as equações de condição dadas por Condorcct , reduzindo-

as a outras , ijue neste algorithmo são as seguintes d ti u — o , d u
1 t

— ;/ — O , &c. e d u — nu zz O ; que nos foi fácil dedusir das
n — 1

*

2 n — I n

ào Corollario , e também por ellas se verificáo as de Condorcet : esaqól

a primeira d u — d u -\~ d u — . . . d u — a u — n a u -4-

n d k ... + a n z: ( 1 - n 4- 11
'+ i)d"u=

( 1 — 1 ) <i 11 zo, &c. , c assim as outras.

(*») Vcja-se o Calculo de La Cruix. ( N.1 488. )
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e pelo mesmo estilo se achará ser

/n ,n a U X »-t-I dU x' oud X— UX—n -i— J-» —- &c.ax i. 2 2 dx* i. 2. 3.

3 7. Corollario. Quando « = 1 , acha-se (
por ambas ) a se-

guinte

r , du x 7 d 7 u *' o
I lidx =ztix — . 1 j—r-

.

— &c.J d x 1.2. d

x

1.2. 3.

que he a formula das quadraturas de João Bernoulli.

38. Achar f(u.d" y + U.d"- ly +- U.d"~ z
y .

.

. 4- l/. >) .

Poishe/^á-^^^-^-Slogo

(d"
1 - (<f).á~V &c.Vl7./jf+t/.

i

á
n ~'j...+ U.ji)=:rj. íl

~ I

j»

12 o

-/tt/.<f~
2
j/-<ft/.á

n ~
'.>... -dU.r 1 y-dU.d~*y

1 n — 1 n

n — 2 n — 1

- ficc -d J

C/.á
2y-d { U.d ly+Scc.

n — 3. n — 1

Logo hef(u.d
n
y+ U.d

n ~ 1

y-hU.d"~*y...-hU.y) = ....
1 2 «

V.d
n ~ 1

y + {U-^dU)d"~
2

y + (U— dU-hd*U)d*~ l

y ....+
1 21

(y- dU+ d* U— . . .±d"~ * U)y ; se for U-dU-hd 1 U- .. ..

n— 11»— 1 n— ]
11 n — i n — 2

+ d U=. o
}
a equação de condição : e basta só esta

,
porque
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os cocfficicntcs de d ,d , &c. , são as difTerenciacs íucccs-

sivas desta, e por isso deverá também ser dU — d U+- . .

n n — I

+ / +
' U=o

t f U-d'U+...± d"
+ 2

U=zo,8cc.;Thco-
m n — I

rema mui útil no Calculo integral , c que lie devido a Euler.

39. Se for U'. d" y -+- C7" . d* y . .. -\-

U

. y +- X. d"z •+-

I n

X.d z ...4-Ar .s huma diffcrencial exacta , serão U
n >»

dU + &c. = o , A' — d X4 &c. — o as equaçõ s de con-
n — I n n — 1

dição
,
para que a proposta tenha hum integral da ordem

immediatamente inferior.

40. Assim como da proposta U . d y -+- &c. se passou

pua huma expressão differcncial da ordem im media tamente
inferior

,
que he o seu integral ; assim tambem se poderia

com hum expoente — m cm lugar de — i ter passado pa-

ra huma do grão « — m , e achado as condições de inte-

grabilidade.

41. Sendo K G U./Sy +U.d"~' Zy . . . + U. Sy
j

achar í ÍC.

Pois t = d , e f - ((
d -+- (</))"

'

'
; logo seráfS Q -

(<i + (djy'(U.d"
+
'y-{-U.d"y... + U .dy) ; c logo

(N.° 38.) he/K o:\Sfç = U.d
n

y + (U-dU)dn
-y...+

(U_ dU+ . . .±d"~-IíA dy ;se for 17 _ </I7 4- A7
.

n—l n — i m » —

i

n —

2

+ /t7 = o . V. C. de Lá Croix. N." 815». e 820.

4».
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42. Corollario. Sc for £ só runcçáo dejy, cntao ( por ser

í = d , c neste caso f= d~ ' ) será Ç = U d" y -\-

y
J

y '

(U - dU)d"- ly...+ (U—dU +,..-.. i <r~
} U)dj.

n — 1 n — a

43. Sendo 2Í = rt -+- Z>.v"; achar ÍRr xm dx.

Seja </ só relativa á »'" d # , e (rf) á i?
F

;
pois pelo

X

(N.° 32.) he
,
quando » = — 1 > (d -+- (d))

-1 = </
_I—

(<* 4- (á))-
, .(á).á- ,

,logo hef=f-f.(d).f; logo
r

a: x

he fR
r

.x
m
dx=f(Rr.x'"dx)-f(d)f(B!'.x'"dx) =

L_ -Rp
. x

m + 1 -íd (R
p

).fx
m
d x ; e logo ( por ser d Rp

vi •+- I

— pRV
~ l

dR = nlp Rr ~ * x"~' dx) será

far,l\,=T£7 arS+'-Tgr fS+-. tt-àx.

Que he huma das seis formulas para reduzir hum in-

tegral a outro.

jlpplicaçao ao Calculo das Differeuças mintas.

44. Achar 2 a?°, 2 x , 2 a,*

1

, . . . ou 2 x".

Pois he pelo Theorema de Taylor Ati = -—
r̂ dn+...

1 A x* ,1 o , A x , A x 5
.*

-5- . d « -4- &c. , ou A = <i H r—- « +
1.2. d

x

2 dx 2 d X*

&c. ; logo ( para qualquer valor inteiro de n ) será
,

A"
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(—

;

d -1 —7- d -+- &C.)

Logo nesta formula pondo » = — 1 , teremos (praticando a

divisão de r por d + &c.j a seguinte formula

_ d x r 1 1 A x , r A .v'

A .v

r 1 I A v . r A x s
,, „

y 2, 12 «.* 7.0 íi.i'

com a qual se podem achar os integraes sommas ; assim pe-

lo (N.° 33) será 2 x° - -£ \- C:2 « =
*' — —V JJ/ A# ' 2 ^1 tf 2

+ C;2.v5=^—_— -+- ^— 4- C;&c.
3 A x 2 6 '

N. B. Estes integraes sommas são achados ( como se

vê) independentemente huns dos outros. Veja-se,o G. de

La Croixt N.° 85» 8.

OB.
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OBSERVAÇÕES.

/V Fastando-nos, mas somente no progresso do Cal-

culo, da recommendação dos Authores de se não confundi-

rem os signaes das DifFcrenças com multiplicadores, conse-

guimos entender , descobrir , c conservar Thcorcmas difficieis,

úteis , c celebres.

Nisso fizemos o que nos era licito : pois as demons-

trações , cm que he fundado este Calculo produzem cm nós

a convicção das cousas provadas.

Este Calculo pela sua simplicidade nos tira o receio

d'errar.

Com seu soccorro evitámos as inducções , de que or-

dinariamente se fazem sahir os theoremas mencionados , v.s

quacs consistem em dar por determinada a forma supposta

a huma funeção ,
quando ella satisfaz a muitas raizes : mo-

do de concluir perigoso.

Parece que podem passar para os Elementos theore-

mas
,
que pela extenção , e difficuldade da sua investigação

,

ahi faltavão.

Talvez estejao em parte satisfeitos os dezej os dos Ami-

gos da Sciencia , de que as regras dos Cálculos Integraes

fossem tão simplices , como as dos Cálculos das Dilferenças

finitas , ou não finitas.

RE-


